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3.2 Gleichméaflig beste Verfahren

Def. 3.30 (Gleichméflig beste Verfahren)

Gegeben sei das auf eine Menge Dy eingeschrankte Auswertungsproblem
(Dy, ©, R(+)) eines datengestiitztes Entscheidungsproblem Gegeben sei das
auf eine Menge Dy eingeschrinkte Auswertungsproblem (D, ©, R(-)) eines
datengestiitztes Entscheidungsproblem ((A, ©,1(+)); (X, o(X), (py)veo))

Eine Entscheidungsfunktion d* € Dy heilt gleichmdf$ig bestes Verfahren
aus Dy, wenn fiir die Risikofunktion gilt:

R(d*,9) < R(d,?) fiir alle ¥ € © und alle d € D,. (3.21)
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Bem. 3.31 (zu Def. 3.30)

i) Man beachte, dass die Risikofunktion von d* fiir alle ¥ € © nicht grofier
sein soll; d* soll also im zugehdrigen Auswertungsproblem (D, ©, R(-))
alle Elemente von Dy dominieren.

ii) Dies ist fiir ,grofies Dy* eine extrem starke Forderung — insbesondere
im Lichte der elementaren Beispiele aus Kapitel 2 — aber v.a. bel
Exponentialfamilie und geeigneter Einschrankung der Menge der
betrachteten  Entscheidungsfunktionen moglich  (UMVU-Schétzer,
gleichméfig bester Test, siehe spéter).
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Satz 3.32 (Lehmann und Scheffé (1950))

Gegeben sei ein Schatzproblem im Sinne Beispiel 1.59. Ferner sei

e (py)yco eine strikt g-parametrige Exponentialfamilie in T(Z) =
(‘1(Z), ..., T,(Z)).

N

o ((1,¥) konvex in ¥ fiir alle .
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Betrachtet man die Schéatzung einer Transformation ~(#) von ¢ und die
Klasse D, aller fiir (1) erwartungstreuen Schétzer, so gilt:
Ist D, nicht leer, so gibt es eine nichtrandomisierte Schatztunktion der

—

Form n(T'(X)), die gleichmé&Big beste in der Klasse D, ist.

Ist umgekehrt n(T(X)) eine erwartungstreue Schitzfunktion fir 4(9), so
ist n(T'(X)) gleichméBig bestes Verfahren in D.,.
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Bem. 3.33 (Zur Interpretation des Satzes)

e . Informationsdeutung:

e Konstruktive Anwendung:
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Korollar 3.34

Gegeben sei eine strikt g-parametrige Exponentialfamilie in T'(¥) =

(Th(Z), ..., T,(¥)). |
Dann ist fiir jede (messbare) Funktion n(-) der Schétzer n(T,...,T})

UMVU-Schétzer fir Ey(n(11, ..., Ty)).

Bem. 3.35 (Zum Satz von Lehmann-Scheffé)

Die Beschrankung auf erwartungstreue Schéatzer ist wesentlich.
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Bem. 3.36

Korollar 3.34 wird typischerweise ,,andersherum® angewendet. Will man
eine Funktion v(¥) schitzen, so sucht man eine Funktion g(7'), so dass
Eg(T) = (). Gemaf Korollar 3.34 weil man dann, dass g(7") UMVU
fiir y(¥) ist.

Ublicherweise wird man versuchen einen Ansatz zu wéahlen, bei dem sich
g(+) aus ,einfachen Grundfunktionen® zusammensetzt.
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Bsp. 3.37

Gegeben sel eine 1.i.d. Stichprobe eines normalverteilten Merkmals mit
unbekanntem Mittelwert p, aber bekannter Varianz o?. Man bestimme
einen Schétzer UMVU

a) fiir g und

b) fiir exp(p).



376
Satz 3.39 (Optimale Tests)

Betrachtet werde das Testproblem als Entscheidungsproblem gemalf
Beispiel 1.60 mit

ag fiur Hy entscheiden
a; fur H; entscheiden

B 0 e

S N l(ao’ﬁ)_{l Y € O,
a 0 1

aq 1 0 1196@0
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Ferner sei ©p = {99 < ¥p},0, = {99 > i}, 91 > 9y, und ein

Signifikanzniveau «c € (0, 1) vorgegeben.

Bildet (P;™") eine strikt einparametrige Exponentialfamilie in 7' (mit dem
natiirlichen Parameter ¢(4), der in eineindeutiger Beziehung zu 19 stehe),
so gibt es ein kK € R, so dass der Test

(1 T(Z) > &
' (X)=<¢ v T(@) = & (3.22)
0 T(¥) < K
\
mit
Egogp* — (323)

gleichméfig bester Test (UMP) ist, d.h es gilt
Eﬁgﬁ* > Ky, Vi € O,

fir alle o mit sup Ey,p < a.
Pe6)
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Bem. 3.40 (Zur Interpretation von Satz 3.39)

e Informationsdeutung:

e konstruktive Anwendung:
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Bem. 3.41

e Die Aussage gilt allgemeiner fiir Verteilungen mit monotonen
Dichtequotienten; bei denen also fiir alle ¥, € 61, ¥y € Oy und eine

> J1)9,(t)

geeignete Funktion T(X) der Quotient monoton in ¢ ist.
Trion(t)

e Auch bei der Fragestellung Hy : v = 9y gegen H; : ¥ # vy, gibt es
bei Exponentialfamilien einen gleichméaflig besten Test, wenn man sich
auf unverfdilschte Tests (d.h. Giitefunktion > « fiir alle Elemente der
Alternative) beschrinkt.

Ahnliches gilt in der Situation Hy : ¢ € |89, ¥g| gegen Hy : ¥ € |9, %],
wenn man nur unverfilschte und dhnliche Tests (Giitefunktion am Rand
der Nullhypothese = a) betrachtet.
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Bsp. 3.43 Anwendung von Satz 3.39 auf den Mittelwertstest

bei der Normalverteilung und auf das Testen bei der
Binomialverteilung

a) Xqi,..., X, t.i.d. ~ N(p,o?)
Hy: <y gegen Hp:p> >y o bekannt

n

o 1 )
L1yenny Iy) = - ex —_— €T —
fX1 ..... Xﬂ\lu( 1 ) H \/%O‘ p ( 2% Z( ILL) >

1=1

1 \" 1 1 &<, 1, I
- (&) ‘ﬁ'exp<‘f.2§;%> 'eXp<‘T.z”“>;eXp<z'in>

\‘/_/ N 1 P \ =1

%ﬁgis%ﬁf o2) nur von Xvabhéngig nur von j abh.

(bei bekanntem o?) nicht von x
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. L4
naturlicher Parameter —
o

Suffiziente Statistik: T = Z X;

1=1
Die kritische Region K (), d.h. der Bereich aller  mit ¢(&) = 1, ist wegen
(3.5) von der Form
K(k) =A{Z|T(Z) > k}

mit kK so, dass
|

By (K(r)) = a.

(Man weif} ja wegen (3.23), dass die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit an
der Grenze der Nullhypothese angenommen wird. )



Das heif3t, es soll gelten

P(K (k) = Puo({Z|T() > w}) = Ppo({] Y _ Xi > }) = .

1=1

Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit benutzt man
5" X, ~ Ning,no?)
i=1

d.h. i
Z X — Mg
i=1
a\/n

~ N(0,1).
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Also fiihrt der Ansatz P, (K(k)) = a, d.h.

P (Z?_le'—n,uo J r—mp
g -\/n o/

\ ey

|—
=

Fraktil der Normalverteilung
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dazu, dass die kritische Region so zu wéahlen ist, dass

ZXZ-—n-M
i—1
o \/n
X —
'u-\/ﬁ>7a

0}
— Ta " O
— X > + .
Ho =

Da ferner 11 > g bei dieser Konstruktion beliebig gewahlt werden konnte,
oilt die Aussage fir alle p > puy.

> To

<—

Beachte: es ergibt sich die tibliche kritische Region des Gauss Tests, dieser
ist also UMP.
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b) Bei der Bernoulliverteilung sei zu einem konkreten Beispiel
libergegangen.

Man testet Hy : p < 0.5 gegen H; : p > 0.6, wobei bei der i.i.d. Stichprobe
X1,...X, der Stichprobenumfang n = 5 sei und das Signifikanzniveau
auf o = 0.1 gesetzt sei.

Zur  Anwendung von Satz 3.39 bringt man zunéchst die
Wahrscheinlichkeitsfunktion — f,(-)  der  Bernoulliverteilung  auf
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,Exponentialtamilien-Gestalt®.

fp<5131, Ce ,xn) = H ,pxi . (1 _ p>1—:€i _



&7

Man erhalt T' = Z X;, und In(7%) ist der natiirliche Parameter.
P
i=1
Der Ansatz
K(r) ={Z|T(7) > r}
fiir die kritische Region fithrt auf ein Problem. Da T = > " X,
binomialverteilt ist, ergibt sich '®

Po(K(0) = Pa({T > s} = 3 (5 ) 0205

0.5°

I>K

JeN

BWegen (3.23) setzt man hier wieder den oberen Randwert der Nullhypothese ein, also denjenigen Wert der
Nullhypothese, der am schwersten von H; zu unterscheiden ist.
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Allerdings gibt es kein k&, so dass diese Gleichung erfiillt ist:

k € (4,5] P(K(k)) =0
. _4;»13(1((@)_(?
kK € (3,4 = P(K(r)) =
/<;—3:>P(K(/<;))—3i2+(

Was tun? Klar ist

1 , d.h. Hy ablehnen, fiir alle £ mit T'(¥) = 5 und

()
0 , d.h. Hy nicht ablehnen, fiir alle £ mit T'(Z) < 3.

—

P ()
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[st T'(¥) = 4, dann hat man so zu randomisieren, dass Eq50 = a. Man
setzt hierzu (%) = ~, falls T(Z) = 4, und erhélt:

+0- P(p(z) = 0) + a
also
_a—Plez)=1)
YT TP =)




